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Ubungsblatt 1
Grundlagen und Komplexe Zahlen

1.
S -]
i.  Firwelche x € Ragilt? <1
x+1
i . o x 1 1
ii. Bestimmen Sie die Lésungsmenge von |———| <
5! x+4
2. Finden Sie zu den gegebenen komplexen Zahlen die konjugiert komplexen Zahlen und zeichnen sie
in der Gau3schen Zahlenebene:
a2 z,=2+1, z,=—4+ 21,
z, =3, z. = -3 — 151, Zg =05 —1
3. Berechnen Sie die Betrage der folgenden komplexen Zahlen:
z,=4+3i, z,=3+4i, z,=4-23i
%
z,=3—4i, z.=—-3+ 4i, Zo=05
z2,==2V6+1i, z,=—1-2V6i, z,=75i
4. Berechnen Sie die Betrage der folgenden komplexen Zahlen und zeichnen sie auf der Gau3schen
Zahlenebene:
— 93 — +2 — [q . —
z, =2i, z,=3+1i°, z,=—N3+1, z,=—2
2. =—V3—i, z,=V2-\21i
5. Bestimmen Sie die Betrage folgender komplexen Zahlen:
z,=—6+i, z,=5+i", z,=-V21+2i
1 _ _ - .
_ o n — . -3 _ .
z, = —V6 —V3i, z.,=V35 -1, Z,=VN15 +1i
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6.
Stellen Sie die folgende Menge in der Gaulschen
Zahlenebene dar:

M, ={z € C|Re(z)=1]

M, ={z € €C|Im(z)> -3}

M_ = {z € C | Re(z)=—-1, Im(z)=1}
M,={zeC | 1< Re(z) <3}
Me=[ZEC|—3=:’=Re(Z)~€2, —1<Im(z)<2]
M{=[z€C|Im(z)—Re(z)€2]
Mg={zEC\Re(z)+lm(z)=1]

M, ={zecC| |z|]=2]
M,={zeC | |z]|]<2]
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7.

Stellen Sie die in der trigonometrischen Form vorlie-

genden komplexen Zahlen durch den Zeiger in der

GauBschen Zahlen ebene dar. Geben Sie die Lkartesi-

sche Form dieser Zahlen an:

a) z, =3 ':005%4—1'51'11%)

z, = 2 [lacosE + isin E
T3 3 )

-2
b) z;=cosm +ismm,
7= & [.cos [II— EII] + isin ‘I‘.— E)’
z, | 7 j = 32)
c) z3 =2 \.-"5 ‘.,COS ‘— %] + z'sin[— %)’
z,=—=|cos|—— | +ism|l——
6 -\."I 2 ".. ", 4 ;’ | 4 | ’
31
d) z,0 r=2, (p:T, Zg: r =3,
o _ 3 13 o
e) Zg: r—E, cp——?w, Zip:
f)zp:r=3 @=60", =z, r=2
g) I r=2 =18, z,ir=2,
h) z50 r=2, @=162", =z r= V3
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8. Stellen Sie die gegebenen komplexen Zahlen in der kartesischen Form dar:
™
i r=2 ==
a) r . P=<
b) z: r=2V3, ¢==
3
c)z: r=—2. @=3m
iyzor=-4 @=X
)zior W=
I~ 31T
z =2 = —
e) r=y @ 7
fysr=2fi, e=iX
= 13w
Z = 3 S ——
g)z: r=y ® =
9 Die in der kartesischen Form gegebenen komplexen Zahlen sind in die Polarform umzurechnen:
1 z=V2 + V21
2 z=—34+ 51
343 3 .
3: Z=——7 =1
2 2
4: z=1—1
5: z=21i

10.  Komplexe Rechnung Addition, Subtraktion:
Aufgabe 1

a) (1+5i)+(2—3i)

b) (12 — 2i) + (7 — i)

c) (214 3i) + (2 — i)+ (=11 + 3i)
d) (31 —15i)— (21 — 3.5i)

e) (124 + 1.7i) — (9.53 + 4.891)

£y (19 +2.7i) + 3(L—i) — (30 + 8i)
g) (a+bi)—(b+2ci)+(—3a+2bi)

h) T5a —% 1’ ~6 1% +%£:} - 1304 +§ f"
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Aufgabe 2:

Berechnen Sie mit der komplexen Zahl z=x+1iy
die folgenden Terme:

1 oy 1 )
—L:+:], —_{:—:I

2 ‘ 2i

Aufgabe s:

Berechnen Sie folgende Ausdriicke

*
z; + 25, z; = Z,, :14-3:2-&-2:3

mit den komplexen Zahlen

a) :1:2+¥r, _2:4—2i, :3:1+i
b) z,=5+7i, z,=-3—1i, z3=25—05i
o s=l,2, 1.3, . _3 1,
LT3 3 202 27 AT 4 4
Aufgabe 4:
Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke mit den gegebenen komplexen Zahlen:
_1 :2 * \ -1 * p *
5 3 Z) — 25 — (2, — 21), 77:3+2(:27.'2)
. 3
[ # 1 *
E(:l_:)_I(:3_53)+E[:2_:2)
: 3 5
r . iy 1 _ _ 1 _ ¥
5‘-“1+~1)+?(~%+~3)+?(~2+~2)
. _ 2
i(z)+z)) +i (szf:)+16(:’f:;) :1:1+21’ ‘2_371’ '5_2+§
Aufgabe 5:

Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke mit den gegebenen komplexen Zahlen:
Berechnen Sie folgende Ausdriicke

2z, +3z,, 4z, — 2z,

mit den komplexen Zahlen
_ . i 30° _ —i60°
a) z;,=2-e 7, z,=4-e

by z, =2 [cos %+isin%)

7, = 8[c053—ﬁ+1‘81113—ﬁ]

2 \ 4 4
c) ZI=5-e"9°°, 22=4-e_i90c
d) z,=6 el z, = 4‘{c05 —— +isin ——
e) z,=—-2-e'", z,=3-e""
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1. Komplexe Rechnung: Multiplikation, Division: (z* sei die konjugiert-komplexe Zahl zu z)

Berechnen Sie mit den komplexen Zahlen

a) z,=1+2i, z, =3 — 2i,

b) z,=5+1, z,=-2+4i,

die folgenden Terme

2 * * . *
Zy s ZyZy+ Z°1y, (z,-25),

z,=4—3i

=2i

- *
Z,"Zy + Zq

12.  Zeigen Sie, dass folgende trigonometrische Umformung gilt

sin(3¢p)=3sing —4sin’ ¢

13.  Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung

z°+32=0

und skizzieren Sie sie in der Gaul3'schen Zahlenebene.
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Lésungen:U_1

1.
i. [L:{xe[R|x<—1 vx>0}
Falll: x< -4, L, =9,
Fall2: -4 <x< %,-[L2 = {xeR|(-4<x<-32133) v (-0.18673 < x < 0.6)}
Fall3 : % <xL, ={xeR[0.6<x<1.1792}
i. |L,, =L,uUl, UL, =}4; —3.2133]U[-0.18673, 0.6] U [0.6,1.1792]
L, =}4 -3.2133]U[-0.18673;1.1792] =
=}4,~ —1.7—«/2.29]u[—1.7+«/2.29;—1.7+\/8.29]
2,
Imz
05 2
1 06
0 4
6 D 4 3 i 0 i 2 3 4 Rﬁe(z)
. 1 c2
°, -2
3.

Im(z)

Zg=—l —i2 \f‘%i

-6

Alle komplexen Zahlen befinden sich auf einem Kreis mit dem Radius R =5, deswegen
haben sie den gleichen Betrag 5.
1z1]=z2]=...=|zsl=|z9|=5
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4.
Z,=— \;‘E— \J‘Ei
-3
5.
z,=—6+1i, |z,/=V(-6)7+1* =37
z,=5+i=5-1i, |z, =V5"+ 1> =26
Mo . [ - ; [
z,=—\21+2i, |z,]=V(21)"+2°=v25=5
z,=—V6—+3i, |z,/]=V6+3=+9=3
z.=V35—i=+35+1i, |z;|=+V35+1=1+36=6
z,=VI5+i, |z |=vV15+1=116=4
6.
v=m(o EEEETTEEEEEE
1 | M,
M | L
| B O o 4.
1 0 1 2 nge(Z)T -z |
M, ={z € C |Re(z)>1]} M, = {z € C |Im(z)>-3]
a) z=x+1iy, Re(z)=x2=>1 b) z=x+iy, Im(z)=y=-3

HEN e a



Mathematik I fiir Mechatronik, WS 25_26, U 1
Dipl.-Ing. Dipl.-Math. Hubert Dammer

Berliner Hochschule
fiir Technik

M, =(z€C | Re(z)>-1, Im(z)>1} My ={z€C | 1<Re(z)<3}

c) z=x+iy, Re(z)=x2-1, Im(z)=y>1 d) z=x+iy, 1<Re(z)=x<3

9)

HEENEE Il



Mathematik I fiir Mechatronik, WS 25_26, U 1 T ertiner Hochschute
Dipl.-Ing. Dipl.-Math. Hubert Dammer fiir Technik

y=1Im(z)

M, ={z € C| Re(z) + Im(z) =1 |

Re(z) + Im(z)=x+y=1 < y=1-x

h) )
y=1Im(z)

2

1
o
e

M, ={zecC | |z|

[ 2 2 [ 2 2 _
lz| = Vx]+y] = \x3+y, =1

= 2
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i)

y=1Im(z) -

M,={zecC | |z|]<2]

1

2=+ y? <2
|z | y
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7.

a)
Im(z)
z;
i / \
: : { Re(z)
-4 3 t2 -1 i3 4
\‘ \\l 1 ,’I !
Abb. Lla: Komplexe Zahlen in der Gaufischen Ebene
= : 7=
i i 3v3 3
z, =3 |cos — + isin — =3(V—-+— =1 59
\ 2 2 2 2
.. 1 \/3
z, =2 cos—+zsm—)=2(—+—1 =1+\/§1
3 2 2
b)
Im(z)
I %3 0 \ \ Re(z)
-4 3 12 11 0 i i2 3
T S
25
-3
Abb. L1b: Komplexe Zahlen in der Gaufschen Ebene
. ™ o
:3=cos1'r+ism'rr:—1, :422 cos ——)+ism(——))=—2i
2 2
c)
6
Re(z)

Abb. Llc: Komplexe Zahlen in der Gaufschen Ebene

E) = isiu(%)) =3 = v‘gi

7%)] = 2\5 cos

:5=2\/§ cos 7%)+isin
2 =2 cos’—£)+isin(—£)‘)— 2 ’cos £ —isin(l) =3(1—1i)
6| 4 4)| "R\ 4

d)
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Abb. L1d: Komplexe Zahlen in der Gaufischen Ebene, dargestellt durch Betrag
und Winkel

z, =2 |cos e +isin(3Tn))=—\E+i\E
zg =3 |cos 2—)+isin(27"))=—%+¥i
e)
Im_(_z_) -
1
2

Abb. Lle: Komplexe Zahlen in der Gaufschen Ebene
_ 3

= B e = Brll= 2 cos| = T tsm = = 2 B

-9—2cos‘ 6rr)-&-tsm 6#))—2cos( 5 +rsm( 6))—4(\5 i)
-

219 = V3 |cos

oW

f)

\
\
\
[}
1
1
[
|
]
1
'
1l
’

Abb. L1f: Graphische Darstellung der komplexen Zahlen der Aufgabe 1f

3 . .
z“=;(l+z\/3_), Z =8
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'
w
somTo=may

© Komplexe Zahlen in der Gaufischen Ebene

z)3 = 2 (cos(18°) + isin(187)) = 1.902 + i0.618

2,4 = 2 (cos(—36") + isin(—36")) =~ 1.618 — i1.176

Im(z)
.
.
v
8
% 3
% X
v
v
Vo
Vo
v
o
—t
g HE
4 3 1 ! ‘2 Re(z)
‘o
U U
‘o
;o
¥ i
’
A
;
’ ,,
~ 4 i
Sy a0 =

Komplexe Zahlen in der Gaufischen Ebene

215 = 2 (cos(1627) + isin(1627)) = —1.902 + i 0.618

2,6 = 2 (c0s(200°) + isin(2007)) = —1.628 — i0.592
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8.
a)yz: r=2 cp:E, :=\.;+1
6
b))z r=243, (p:%, z =3 +3i
¢)z: r=-2, @=3m, 5= 2
d)z: r=—4 (pzl, z=—4i
2
e) z =42, cp=3—Tr, z=—1+i
4
Mz 2 5
f)z: r=2y3, (p=T, z=—V3+3i
= 137 3 V3.
z =3 == ==+ =
g) r=N3, @ = 7 T 5 i
9. 2.1: Zur Bestimmung des Polarwinkels im ersten Quadrant

y=Im(z)

3
x=Re(z)

w |

V34
x<0, y>0 = @ =mw— a=180" — 59.04 = 120.96°

- =583 ¢ 1299 = 583 (cos (120.96°) + isin(120.96°))

2
x=Re(z)
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2.3a: Zur Bestimmung des Polarwinkels im dritten Quadrant

-4 -3 1 2
X =Re(z)
A
= y =\2 .
33 3 J[ 3v’3] 3 3
I=— == =lz|=\|-—| +|-=| ==V3+1=3
2~z rElEl=y - | 2’ 2"
smm=—‘=l x=30=2 (p=rr+(x=7—"(x<0 » < 0)
- e 5’ 6 > Y

2.3b: Graphische Darstellung der komplexen Zahl in der GauBschen Zahlenebene

y=Im(z)
1
L4 |
x=Re(z)
-4 3 1 2 3
%-‘; 3 Pykis i [ \ { \
ERE 6 i 6 s P 14
———-—-=i=3e =3¢ e =-3 cos[—]+15m —]
2 2 | 6] ‘.\6.
e =cosT +isinT=—1

2.4a: Zur Bestimmung des Polarwinkels im vierten Quadrant

Sl=V1P+12=12

m:%, « p=2mr—-—a (x>0, y<0)
V2

r

Il
i
N
Il
~|3

sin o =
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2.4b: Graphische Darstellung der komplexen Zahl in der GauBlschen Zahlenebene

y=Im(z)

1

x =Re(z)

-2

2.5: Graphische Darstellung der komplexen Zahl in der GauBschen Zahlenebene

y=Im(z)
2
1

. x=Re(z)
0

3 2 1: 0 1 2
1
z=2i 7:‘:|=\-“‘02+22=2
smp===1, x=0 y>0 (p:g:m s =26

10.
10.1)

a) (L+5i)+(2—-3i)=3+2i

by (12-2i)+(7—-i)=19 — 3i

c) (21 +3i)+ (2 — i)+ (—11 + 3i) =12 + 5i

d) (31 —1.5i)— (21 — 35i) =10 + 2i

e) (124 + 1.7i) — (9.53 + 4.89i) = 2.87 — 3.19i

f) (19 +27i)+3(1—1i)—(30+8i)=-8—83i

g) la+bi)—(b+2ci)+(—3a+2bi)=—-2a—b+(3b—2c)i
PR

]—(3a+3i’=

h){Sa—ifﬁ—ﬁ{g+§ﬁ

=20—-3B—[B+2yli
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10.2)
_ 1 * | )
Lésung 2: El:—i—:]:r:Re(:), Tl:—:J:}:IIn(:)
i
10.3)
a) z,=2+3i, z,=4-2i, zz;=1+i
51+32:6+}‘, :1752272+51, :]+352+2:3:16*5}‘
b) z,=5+7i, z,=-3-1i, z;=25-05i
:1—|—:2—2+61, :1—:2=8(1+1), :1+3:2+2:;=1+5i
1 2 1 3. 3 1 .
c) :1=§+§r, 2=y 5l =g
5 1
:1+:2=g[1—r}, :]—:2=g{—1+131)
10
:l+3:2+2'—Tfl—r}
10.4)
z .14
3 3— +‘I
£ .
zZ, — 2z, —lz, —z,) =—4
2 % 3 7
7—:%+2[:2—:2):—§f§1
. 3
1 N * 5
E[:]—:)—I[:3 z3) + = (2, :2):—§
A N A x i x
5[_.]+;])+Eﬂ_3+_3)+€[d2+;2]—1
r[:1+:l}+i2(:2—:2)+16[:3—::}=§1
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10.5)

Die Zahlen miissen zuerst in die algebraische Form
gebracht werden:
a) z;=2-e"=\3+i, z,=4-¢'"=2-2V3j

27, + 3z, = 2v3 + 6+ (2 —6+/3)i = 0.464 — 8.392 i

4z, -2z, = 4(V3 - 1) + 4(1 - 3)i = 2.928(1 — i)

b) z,=2 (cos % + fsin% ] =2 (1+ i)

i

. 317"_ =, o
1 +151117J—4\-2( 1+1i)

~
Il
o
—
=]
wr

2z, +3z, = —10V2 + 14V2i = 2V2 (-5 + 7i) =

= —14.142 + 19.799 i
4z, -2z, = 1242 (1 + 1) = 16971 (1 + i)

c) z,=5-¢ =5i, z,=4-e " =—-4ij

2z, +3z,=-2i, 4z, —2z,=12i

d) z,=6-¢° = 3(1+3i)

2 27 | = .\
— 4+ isin— | = 2 (1 — v3i
3 i sin 3 ( v3i)

N
Il
\
=
—
o]
wl

2z, +3z,=12

4z, — 222 =8(1+ \"‘Ei) =8 + 13.856i
e) z;,=-2-e"=2, z,=3-e"'=3
2z, +3z,=13, 4z, —2z,=12
1. Komplexe Rechnung: Multiplikation, Division: (z* sei die konjugiert-komplexe Zahl zu z)
zz,=7+4i, 3z;z,=—-3+24i, 2z]-z,=-2-16i

2_ » # ic_ . 2_ .
z7=—3+4i, Z,°Z,2, =20 — 351, z; =5 —12i

z2,Z;+2,°2,=—4, (2,25) =6+17i, 2z,-z,+z3=23+ 11i

P4

a)
z,z,=—14+18i, 3z,-z,=—18—-66i, 2z;-z,=—12 + 44i
2 _ - . * * 2 _ qr
21—24+101, 21-22-23—44+121, zz——lz—lbi

) Z2,+2,2,=4, (z,z) =—8+4i, z,-z,+z,=—6—24i

[Quelle: Aufgaben und Losungen, Frau Prof. L.Vassilevskaya]
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12. Komplexe Rechnung: Eulersche Darstellung und Potenzregeln
3ip __ . e e e s .
e " =coSs 3¢ +18 li’l3¢ und andererseits ist direkt ausmultipliziert:

(e"")3 = (cosg0+zszn§o) =cos’ p+3cos’ @-isinp+3cosp-(ising )’ +(ising)’
[cos3 @ —3cos @sin’ g0]+ i [3 cos® @ - sing — sin’ gp]

Vergleicht man nun Realteil und Imaginérteil miteinander, so ergibt sich:

sin3@ :[3 cos” @-sing —sin’ (p]: 3[1 —sin’ (o]sin(p —sin’ @; also

sin3@ =3sing —4sin’

13.
5 —te Wurzeln ausa = |a| -e'F = 32.¢&"%
z, 1
" Z
\ e
Rl -~ B
‘ =72
.'II /,
! =180 g, =36
& o
- & T T T T
2! o N~ 1
1 .,
v / ~,
/ N
% l-'I ] \\\ ..'
(1.62,1.18) '\\ r": ‘}. .
(—-0.62,1.9) . S T4
(—2.0) "
(—0.62,-1.9) |
(1.62,—1.18)
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