Grundlagen der Schwingungslehre

Einflihrung. Vorgange, bei denen eine physikalische Grofde in festem zeitlichen
Abstand ein und denselben Werteverlauf aufweist, werden als periodisch bezeichnet.
Den zeitlichen Abstand, in dem sich der Vorgang wiederholt, bezeichnet man als
Periodendauer T, die sich gegenuber der Wiederholungshaufigkeit, der Frequenz f,
umgekehrt proportional verhalt.
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Abbildung 1: Abbildung einer Sinusschwingung mit der Frequenz mit der
Periodendauer T = 0.01 s, entspricht f= 100 Hz (links), und das dazugehorige
Spektrum mit einer Linie bei 100 Hz (rechts).

Einfachstes Mittel zur Beschreibung eines periodischen Vorgangs ist die
Sinusfunktion (Abbildung 1), die die folgenden Parameter aufweist:

A(t):/f-sin(27r-%-t+go):A-sin(er-f-t+(p)

A(t)  Augenblicksamplitude

A Maximalwert der Amplitude am héchsten Punkt des Kurvenverlaufs
(Scheitelwert)

f Frequenz =1/T

@ Phasenverschiebung gegenuber dem Ursprung der Zeitachse

Man kann sich die Sinuskurve auch als Projektion der Spitze eines Zeigers denken,
der in T einmal den Einheitskreis (Radius =1) umrundet.

Die der Sinusfunktion verwandte Kosinusfunktion laft sich als um ¢ = 1/2, bzw. 90°
verschobene Sinusschwingung beschreiben:

A(t)=A4 -cosQr- f-t)=A- sin(27z-f-t+%)
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Abbildung 2: Beispiel fur komplexe periodische Funktion, Ausschnitt aus dem
Vokal [a], produziert von einem mannlichen Sprecher, f; = 82.5 Hz.

Harmonische Synthese. Es lafdt sich zeigen, dal} sich beliebige, auch recht
komplexe periodische Funktionen (siehe Beispiel Abbildung 2) als Uberlagerung von
Sinusschwingungen beschreiben lassen. Dieser Ansatz basiert auf der sog. Fourier-
Reihenentwicklung und wird auch als harmonische Synthese bezeichnet. Eine
periodische Funktion Ap(t) mit der Periodendauer Ty, bzw. der Frequenz f laRt sich
dann wie folgt darstellen:

A=Y Asin2r-i-f,-t+0,)
i=1

Das bedeutet, dal} die Frequenzen aller Teilténe, d.h. der einzelnen
Sinusschwingungen, aus denen sich die periodische Funktion zusammensetzt, mit
einer Grundfrequenz f, in einem geradzahligen (,harmonischen®) Verhaltnis stehen.
Da es sich dabei um einen Addition von Teiltdnen handelt, spricht man auch oft von
additiver Synthese.

Die Spitzenamplituden A; der Teiltdne nennt man auch Fourierkoeffizienten. Diese
Koeffizienten und die dazugehorigen Phasenwinkel ¢; lassen sich fur einfache
periodische Funktionen direkt berechnen. Koeffizienten und Phasenwinkel fur
einzelne Teiltdne kdnnen auch 0 sein, d.h. diese tauchen in der betrachteten
Funktion nicht auf, oder weisen keine Phasenverschiebungen gegenlber der
Grundwelle auf.

Beispiele:
Sagezahnschwingung:  Teiltone i=1, 2, 3, ..., ©; ;=0 fur alle ; ,{\,-= 1/i
Rechteckschwingung: Teiltdne i=1, 3, 5, ..., ©; ;=0 fur alle i A= 1/

Theoretisch bendétigt man unendlich viele Teiltdne, um die ideale Sagezahn- oder
Rechteckschwingung zu konstruieren. Da die Amplituden derTeiltone mit der
Frequenz jedoch schnell abnehmen, reichen wenige Teiltdne, um den wesentlichen
Kurvenverlauf zu synthetisieren. Abbildung 3 zeigt solche Approximationen mit einer
endlichen Anzahl von Teiltdnen.
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Abbildung 3: Annaherungen von Sagezahn- und Rechteckfunktion mit
endlicher Anzahl von Teiltonen: Oben Sagezahn (Grundwelle mit acht
Oberténen), unten Rechteck (Grundwelle mit vier Obertonen). Rechts ist
jeweils das zugehorige Spektrum der Teiltone abgebildet.

Verkniipfung von Sinusfunktionen. Es existieren nitzliche Beziehungen zur
Multiplikation und Addition von Sinus und Kosinus, mit denen sich komplexere
Schwingungsvorgange beschreiben lassen.
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Produkte von Sinus- und Kosinusfunktionen
1) sin(x) $in(y) = 3 (cos(x - ) -~ cos(x + )
2) cos(x)  c0s(3) = 5 (c05(x = ) + cos(x + )
3)sin(x) cos(y) = 5 (Sin(x = ) + Sin(x-+ )
4)cos(x) Sin() = 5 (€os(x ) — cos(x + )

In der Musik, aber auch bei der Ubertragung von Audiosignalen mittels Radiowellen
tritt oft der Fall auf, dal® eine Schwingung héherer Frequenz durch eine Schwingung
tiefer Frequenz in der Amplitude variiert wird. Man spricht auch von Modulation, bzw.
Amplitudenmodulation (AM). Dieses Phanomen findet man z.B. beim sogenannten
Vibrato auf Streichinstrumenten, aber auch bei Synthesizern. Der Einfachhalt halber
wollen wir den Vorgang der AM mit Hilfe der Formel 2) beschreiben, da diese nur
positive Vorzeichen enthalt. Wie wir aber gesehen haben, 1a3t sich der Kosinus
jederzeit auch als phasenverschobener Sinus darstellen. Wenden wir nun Formel 2)
auf zwei Schwingungen im Zeitbereich an, so nimmt diese die folgende Form an:

A(t)=/f.cos(27r-ft .z).COS(Q”.fm f) =
%A.(cos(zﬁ.(ft _fm).t)Jrcos(zﬂ.(ft +fm)'t))

fi bezeichnet die Frequenz der hochfrequenten modulierten Schwingung (man
spricht auch von Tréagerfrequenz), f,, die Frequenz der tieffrequenten modulierenden
Schwingung, der Modulationsfrequenz. Wie wir aus der Formel ersehen kdnnen,
entstehen bei der Multiplikation der beiden Schwingungen zwei neue Schwingungen
mit den Frequenzen (f; - f;) und (f; + f;;). Da diese links und rechts von der
ursprunglichen Tragerfrequenz f; liegen, spricht man auch von Seitenbéndern.
Abbildung 4 zeigt ein Beispiel fur f; = 500 Hz und f, = 20 Hz.

Eine Amplitudenmodulation entsteht in der Musik auch bei der sogenannten
Schwebung. Diese z.B. tritt auf, wenn zwei Instrumente geringfiigig gegeneinander
verstimmt sind. Die Uberlagerung einzelner, von den beiden Instrumenten
gleichzeitig gespielter Noten, wird, solange f,, relativ gering ist (z.B. etwa 5 Hz) als
ein Ton mit sich verandernder Amplitude wahrgenommen. Diesen Effekt nutzt man
bei der Stimmung von Saiteninstrumenten, aber auch von Oszillatoren an
Synthesizern.
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Abbildung 4: Beispiel fiir Amplitudenmodulation: f; = 500 Hz, f,,= 20 Hz. Im
Spektrum (rechts) erscheinen zwei Linien, eine bei f; - f;, = 480 Hz und eine bei
f; + f;, = 520 Hz.

Abtastung. Damit ein Audiosignal auf dem Rechner verarbeitet werden kann, muf}
es zeitlich diskretisiert werden, d.h. abgetastet. Die Frequenz, mit der die Abtastung
erfolgt, bezeichnet man als Abtastfrequenz, bzw. Abtastrate f..
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Abbildung 5: Abtastung eines Sinussignals im Abstand T,= 1/16 s, entspricht
einer Frequenz f,= 16 Hz.

Damit das Signal spater wieder aus den Abtastwerten rekonstruiert werden kann,
muld gewahrleistet sein, dal} die Abtastfrequenz f; mehr als doppelt so hoch gewahlt
wird wie die im abzutastenden Signal vorhandene héchste Frequenz:

f;¢>2.fmax



Wird dieses sogenannte Abtasttheorem nicht eingehalten, so kommt es zu
irreparablen Fehlern, sogenannten Faltungsverzerrungen.

fa=2 frmax

fres=fmax

Originalsignal vor
der Abtastung

Resultierendes Signal
nach der Abtastung

fa=4/3f nax
fres=1/3 fmax

Abbildung 6: Entstehung von Faltungsverzerrungen. Oben: f,=2 f,,.x, unten:
f.=4/3 fr.x. Beim unteren Fall resultiert eine tiefere Frequenz als ursplinglich
abgetastet.

Dieses Phanomen ist im Beispiel Abbildung 6 dargestellt: Beim theoretischen
Grenzfall (praktisch nicht zu realisieren!) wird die hochste Frequenz des Audiosignals
pro Periode gerade zweimal abgetastet (f,=2 fnax), oben. Verringert man die
Abtastfrequenz weiter (fa=4/3 fmax ), kann der Verlauf des Signals nicht mehr korrekt
erfal3t werden, die resultierende Frequenz ist geringer als die urspringliche.



