Leonardo Pisano, besser bekannt als Leonardo Fibonacci (filius Bonacci lat. Sohn des Bonacci),
wurde ca. 1170 in Pisa geboren. Pisano zahlt zu den bedeutendsten Mathematikern des Mittel-
alters. Sein Buch "Liber abaci” enthélt fast das gesamte Wissen jener Zeit tber Arithmetik und
Algebra. Das 1202 geschriebene Buch ist fir die Entwicklung der Mathematik in den folgenden
Jahrhunderten von groBer Bedeutung und es tragt dazu bei, dass die arabischen Ziffern in Eu-
ropa bekannt werden. Eine Aufgabe aus “Liber abaci” beschéftigt sich mit der Frage wie viele
Kaninchenpaare von einem Kaninchenpaar in einem Jahr erzeugt werden. Die Lésung dieser
Aufgabe fiihrt auf eine Zahlenfolge, welche als Fibonacci-Folge bezeichnet wird.

Die Fibonacci-Folge (F,,),cy ist eine reelle Zahlenfolge, bei der die Summe von zwei aufeinander
folgenden Folgengliedern das néchste Folgenglied ergibt. Die Startwerte sind Null und Eins.
Man kann die Fibonacci-Folge auch mit den Werten Eins und Eins beginnen, also um einen
Index versetzt.

Fo=Fa+F m>2

Tabelle der ersten zwanzig Fibonacci-Zahlen
Fl] Fl FZ FG F7 FS F9 FIO Fll F12 F13 Fl4 F15 Flﬁ F17 FlB FIQ
0|1 (1|23 |5|8|13|21|34]|55 |89 |144|233|377|610|987 1597|2584 |4181]...

Neben der rekursiven Darstellung existiert eine explizite Darstellung, die so genannte Formel

von Binet " "
n((5) ()
" Vs 2 2

Eine der zahlreichen Eigenschaften der Fibonacci-Folge ist die folgende Beziehung

F2=Fyy- Fpg+ (=)™

Der Goldene Schnitt ist ein bestimmtes Verhaltnis zweier Zahlen. Zwei Strecken stehen im
Verhaltnis des goldenen Schnitts, wenn sich die Summe beider Strecken zur gréBeren Strecke
genauso verhalt, wie die gréBere Strecke zur kleineren Strecke.
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Durch Umformen erhélt man

a+b:% s (a+b)-b=a® & a+b’-d’=0 & a—ab-b0’=0
a
@ a a\?
e H-i-l=0 & (E) “2 _i=q.

Substitution von = = § ergibt die quadratische Gleichung
2 —x—1=0

mit den Lésungen

1 1 1 5 1,1 1 1+5
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Zerschneidet man ein Quadrat mit der Seitenléange 8 in vier Teile und setzt diese so wie in
der obigen Abbildung dargestellt wieder zusammen, so erhalt man scheinbar ein Rechteck
mit den Seitenlangen 13 und 5. Die Flacheninhalte dieser Figuren unterscheiden sich um ei-
ne Flacheneinheit! Bei genauerer Betrachtung des scheinbaren Rechtecks erkennt man, dass
sich die Diagonale aus einer Geraden mit der Steigung % = 0.4 und einer weiteren Geraden mit
der Steigung ¢ = 0.375 zusammensetzt. Die dadurch entstehenden Knicke sind aufgrund der
Strichdicke nicht erkennbar.

Die Fibonacci-Folge besitzt viele weitere mathematische Eigenschaften. Anwendungen dieser
Eigenschaften findet man in den verschiedensten Bereichen, insbesondere in der Blattstellungs-
lehre (Phyllotaxis).

Der so genannte Divergenzwinkel beschreibt den Winkel zwischen zwei nacheinander gewach-
senen Blattern (bzw. Blitenblattern). Der Divergenzwinkel ist bei vielen Pflanzen, wie beispiels-
weise der Sonnenblume, der kleine goldene Winkel «. Bei Pflanzen mit irrationalem Divergenz-
winkel lassen sich haufig Spiralbildungen erkennen. Markiert man jedes n-te Blitenblatt (Sa-
menkern) im Modell des Bliitenstandes der Sonnenblume, wobei » eine Fibonacci-Zahl ist, so
erkennt man einen Spiralarm (eine so genannte Parastiche). Die Parastichen zu zwei aufeinan-
der folgenden Fibonacci-Zahlen sind stets gegenlaufig. Zur Veranschaulichung diene die folgen-
de Abbildung, in der jeder 34. Samenkern (Abbildung mitte) und jeder 55. Samenkern (Abbildung
rechts) schwarz markiert ist. Zwei Samenkerne, welche auf einer Parastiche nebeneinander lie-
gen, sind nicht direkt nacheinander gewachsen. Sie wurden im Abstand von n Samenkernen

Die Folgen (g,).en und (g,)nen der Quotienten aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen besitzen

interessante Eigenschaften.
Fn+2
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5 8 13 2L 34 55 89 144
5 13 21 31 55 59 41 PEE
0.625 | 0.61538 | 0.61905 | 0.61765 | 0.61818 | 0.61798 | 0.61806 | 0.61803 | ...
0.625 0.61905 0.61818 0.61806
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Die Teilfolgen (g2,+1)nen UNd (G241)nen Mit ungeraden Indizes sind streng monoton fallend. Die
Teilfolgen (g2n)nen Und (g, ),en Mit geraden Indizes sind streng monoton wachsend. Dabei gilt
fur die Folgen (g,)nen und (G,)nen jeweils, dass ein beliebiges Folgenglied mit ungeradem Index
groBer ist als jedes Folgenglied mit geradem Index.

1—-+5
lim ¢, = — ( f) = 0.618033988.. ..
n—00 2

145
lim G, = 1476 1.618033988. ..
L B

Die Folgen (g )qen und (g, ),en besitzen irrationale Grenzwerte.

Somit erhélt man

5
= lim g, = 1.618033988 ...
dExn

- (lim q") — _0.618033988. ..
fas

Die irrationale Zahl ; entspricht dem oben beschriebenen Verhéltnis des Goldenen Schnitts und
die irrationale Zahl (—z) entspricht dem Kehrwert. Leider werden in der Literatur die Goldenen
Schnittzahlen nicht einheitlich beschrieben. So kommt es vor, dass nur xz; oder nur (—x,) oder
beide Zahlen als Goldene Schnittzahl bezeichnet werden.

Die Quotienten ¢, und ¢, von aufeinander folgenden Fibonacci-Zahlen streben fiir n — o ge-
gen die Goldenen Schnittzahlen z; und (—z,). Bemerkenswert ist, dass auch fiir kleine n diese
Quotienten sehr gute Approximationen der Goldenen Schnittzahlen sind. Zu keinem Quotienten
existiert ein rationaler Bruch mit kleinerem Nenner, der die jeweilige Goldene Schnittzahl bes-
ser approximiert. Das hangt mit den Eigenschaften der Néherungsbriiche eines Kettenbruchs
zusammen.

Das Verhaltnis des Goldenen Schnitts l&sst sich auch auf den Vollkreis Ubertragen. Teilen

die Winkel ¥ und ¢ den Vollkreis im Verhaltnis des Goldenen Schnitts, so dass %” = % qilt,

dann erhalt man fir den groBen Goldenen Winkel ¥ und den kleinen Goldenen Winkel
U= (-1+V5) ~2224922°

b= (3- V5) ~ 137.5078° .

ya

Die obige linke Abbildung ist nicht maBstabsgerecht, sie veranschaulicht jedoch, dass die neu
entstandene Figur kein Rechteck ist. Wahit man fiir die Seitenldnge des Quadrats Fibonacci-
Zahlen, so erkennt man mit Hilfe der bereits erwdhnten Beziehung F? = F, ;- F,.1 +
(=1)"*!, dass das scheinbare Rechteck mal um eine Flacheneinheit gréBer und mal um eine
Flacheneinheit kleiner ist als das Quadrat der gewahlten Fibonacci-Zahl. Teilt man ein beliebiges
Quadrat so, dass die roten und gelben Strecken in der obigen rechten Abbildung im Verhéltnis
des Goldenen Schnitts sind, dann und nur dann lassen sich die vier Teile zu einem richtigen
Rechteck zusammensetzen. In diesem Fall sind die Fldcheninhalte beider Figuren gleich grof.

gebildet. Da n eine Fibonacci-Zahl ist, ist (fir nicht zu kleine n) das n-fache des Divergenz-
winkels ¢ ungeféhr ein ganzzahliges Vielfaches von 2z. Daher liegen Samenkerne, welche im
Abstand von n Samenkernen gewachsen sind, dicht beieinander und werden als zusammen-
gehorend wahrgenommen.

Weitere Anwendungen der Fibonacci-Folge findet man in den Bereichen Geometrie, Kunst, Mu-
sik, Architektur, Biologie, Elektrizitatslehre , ...
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